
更多重难题　 数学

1.
 

某超市销售两种类型的护眼台灯,甲类型护眼
台灯进价为 56 元 /个,乙类型护眼台灯进价为
55 元 /个,该超市销售 2 个甲类型护眼台灯和 3
个乙类型护眼台灯可获利 29 元,销售 5 个甲类
型护眼台灯比销售 4 个乙类型护眼台灯多获利
15 元.
(1)求销售 1 个甲类型护眼台灯和 1 个乙类型
护眼台灯各获利多少元?
(2)若该超市计划采购甲、乙两种类型的护眼
台灯共 200 个,但甲类型护眼台灯的数量不能

超过乙类型护眼台灯数量的
1
3

 

,根据前期的销

售情况,一周可售完这些台灯,问:这一周要获
得最大利润,应购进甲、乙两种类型的护眼台
灯各多少个?



2.
 

《感动中国 2021 年度人物》航天追梦人:赤心
贯苍穹,感动人心,更是激发了人们对航天事
业的热爱和向往. 为了满足航天爱好者的需
求,某商场购进一批神舟十三号飞船模型进行
销售,已知飞船模型的进价为每个 80 元,在市
场销售中发现,此模型每天销售量 y(个)与销
售单价 x(元)有如下表所示关系:

销售单价 x(元) … 90 95 100 105 110 115 …

销售量 y(个) … 60 50 40 30 20 10 …

(1)根据表中的数据,在下图中描出实数对(x,
y)所对应的点,并画出 y 关于 x 的图象;
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(2) 根据画出的图象求出 y 关于 x 的函数关
系式;
(3)若物价部门规定其销售单价不得超过进价
的 150%,当销售单价定为多少元时,该商场每
天销售飞船模型的利润最大,最大利润是多
少元?



3.
 

我国古代的人们擅长通过计算来研究图形的
度量性质,《测圆海镜》就是系统地研究勾股形
与其相关圆关系的平面几何的著作. 《测圆海
镜》第二卷的第 8 题是一道弦外容圆问题:假
令圆城一所,不知周径,四面开门,门外纵横各
有十字大道…其东南十字道头定为巽地…或
问:甲乙二人同立于巽地,乙西行四十八步而
止,甲北行九十步,望乙与城参相直,城径几
何? 本题的“弦外容圆”指在勾股形(直角三角
形)外与弦(斜边)相切的旁切圆,题设条件如
图所示,△ABC 是直角三角形,∠C = 90°,CB =
48 步,CA= 90 步,AB 正好与圆城相切于点 D,
CE,CF 也与圆城相切,切点分别为点 E,F,求
圆城的直径. 请根据“弦外容圆”的题设条件完
成下列问题:
(1)小军解决本题时,认为线段 CF 的长就是
☉O 的半径,请你说明理由;
(2)请你帮小军计算圆城的直径.
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4.
 

如图,AB 是☉O 的直径,点 C 在 AB

(

上运动(点
C 与点 A,B 不重合),弦 CD 平分∠ACB 交 AB
于点 E,连接 AD,BD.
(1)求证:∠ABD= ∠BAD;
(2)若 AE= 17,DE= 13,求 AB 的长;
(3)令 CD 的长为 t,直径 AB = d( d> 0,d 是常
数),求△ABC 的面积 S 与 t 的函数解析式.
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5.
 

已知矩形 ABCD,AB= 3,2AB<AD,以 AD 为直径
作☉O,点 A′为☉O 上一点.
(1)如图①,连接 A′B,A′O,A′O 交 BC 于点 F,
若 AB=A′B,AD= 10.
①求证:A′B 是☉O 的切线;
②求 OF 的长;
(2)如图②,若点 G 是 BC 上的动点,将四边形
AOGB 沿 OG 折叠,点 A 恰好落在 A′处,点 B 的

对应点为点 B′,GB′交☉O 于点 H. 若 B′H= 3 ,

求 A′H

(

的长.
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6.
 

如图,在平面直角坐标系中,一次函数 y= 1
2
x+1

的图象与反比例函数 y = k
x
的图象交于 A,B 两

点,交 y 轴于点 C,连接 OA,已知△AOC 的面积
为 1.
(1)求反比例函数的解析式;
(2)设点 P(a,0)(a≠0),过点 P 作平行于 y 轴

的直线,分别交一次函数 y = 1
2
x+1 的图象与反

比例函数 y = k
x
的图象于点 M,N. 当 PM >PN

时,求 a 的取值范围.
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7.
 

已知抛物线 y = x2 -bx-5 与直线 y = kx+3 交于
A(4,-5),B 两点.
(1)求 k,b 的值;
(2)若点(6,7)关于抛物线对称轴对称的点为
点 M,则点 M 是否在直线 y= kx+3 上?
(3)将抛物线 y= x2 -bx-5 向上平移 5 个单位长
度,与直线 y = kx+3 交于 C,D 两点(点 C 在点

D 的左侧),求
AB
CD

的值.



8.
 

如图, 抛物线 y = ax2 + bx + 3 与 x 轴交于点
A( -4,0)和点 B ( 1,0),与 y 轴交于点 C,连
接 AC.
(1)求抛物线的函数表达式;
(2)点 D 是抛物线的对称轴与 AC 的交点,点 P
为直线 AC 上方抛物线上的一点,连接 PA,PD,
当△PAD 面积最大时,求点 P 的坐标及△PAD
面积的最大值;
(3)将抛物线水平向右平移得到新抛物线 y1,
使得 y1 刚好经过原抛物线对称轴与 x 轴的交
点 E,且与 x 轴交于点 F,点 Q 为 x 轴上方新抛
物线 y1 对称轴上一点,点 G 是平面上一点,以
E,F,Q,G 为顶点的四边形为菱形(EF 与 GQ
不垂直),请直接写出点 G 的坐标,并写出其中
一个点坐标的求解过程.
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1.
 

解:(1)设销售 1 个甲类型护眼台灯获利 x 元,
销售 1 个乙类型护眼台灯获利 y 元,由题意得
2x+3y= 29
5x-4y= 15{ ,

 

解得
x= 7
y= 5{ .

答:销售 1 个甲类型护眼台灯获利 7 元,销售 1
个乙类型护眼台灯获利 5 元;
(2)设应购进甲类型护眼台灯 m 个,则购进乙
类型护眼台灯(200-m)个,

由题意得 m≤
1
3

(200-m)
 

,
 

解得 m≤50,

∴ 0≤m≤50,
设这一周销售两种护眼台灯的利润为

 

w 元,则
w= 7m+5(200-m)= 2m+1000.
∵ 2>0,
∴ w 随 m 的增大而增大,
∴ 当 m= 50 时,这一周可获最大利润,
此时 200-50 = 150,
答:这一周要获得最大利润,应购进甲类型护
眼台灯 50 个,乙类型护眼台灯 150 个.

2.
 

解:(1)如解图,y 关于 x 的图象即为所求作;
(2)根据图象,设 y 关于 x 的函数关系式为 y =
kx+b(k≠0),
把点(90,60),(100,40)代入,

得
90k+b= 60
100k+b= 40{ ,解得

k= -2
b= 240{ ,

∴ y 关于 x 的函数关系式为 y= -2x+240;



(3)设该商场每天销售飞船模型的利润为 w,
则 w= (x-80) ( -2x+240) = -2x2 +400x-19200
= -2(x-100) 2 +800,
∵ 其销售单价不得超过进价的 150%,
∴ 80×150% = 120,
∴ 80≤x≤120.
∵ -2<0,
∴ 当 x= 100 时,w 取最大值,w最大 = 800,
答:当销售单价定为 100 元时,该商场每天销售
飞船模型的利润最大,最大利润是 800 元.
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3.
 

解:(1)如解图,连接 OE,OF,
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∵ CE,CF 分别是☉O 的切线,



∴ ∠OFC= ∠CEO= 90°.
又∵ ∠C= 90°,
∴ 四边形 OFCE 是矩形.
∴ CF=OE,
∵ OE 为☉O 的半径,
∴ 线段 CF 的长就是☉O 的半径;
(2)如解图,连接 OB,OD,
∵ CF,AB 分别是☉O 的切线,
∴ ∠OFB= ∠BDO= 90°.
在 Rt△OBF 和 Rt△OBD 中,
OB=OB
OF=OD{ ,

∴ Rt△OBF≌Rt△OBD(HL),
∴ BF=BD,
同理可得 AD=AE.
设 AD= y,BD= x,
则 AE=AD= y,BF=BD= x,
∴ CE=CA+AE= 90+y,

 

CF=CB+BF= 48+x,
由(1)知,四边形 OFCE 为矩形,
∵ OE=OF,∴ 四边形 OFCE 为正方形,
∴ 90+y= 48+x,
∴ x-y= 42. ①
在 Rt △ABC 中,由勾股定理得 AB

 

= CB2+CA2

= 102,
∴ x+y= 102. ②

 

由①和②可得 x= 72,



∴ CF= 48+72 = 120(步),
∴ 圆城的直径为 240 步.

4.
 

(1)证明:∵ CD 平分∠ACB,
∴ ∠ACD= ∠BCD,
∵ ∠ACD= ∠ABD,∠BCD= ∠BAD,
∴ ∠ABD= ∠BAD;
(2)解:如解图①,过点 E 作 EF⊥AD 于点 F,
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∵ AB 为☉O 的直径,∴ ∠ADB= 90°,
∴ ∠ABD= ∠BAD= 45°,

∴ 在 Rt△AEF 中,EF=AF=AE·sin45°= 17 2
2

,

∴ DF= DE2 -EF2 = 7 2
2

,

∴ AD=AF+DF= 12 2 ,
∴ AB= 2AD= 24;
(3)解:如解图②,过点 A 作 AM⊥CD 于点 M,
过点 B 作 BN⊥CD 于点 N,
∵ AB 是☉O 的直径,
∴ ∠ADB= 90°,∠ACB= 90°,



∴ ∠ADM+∠BDN= ∠ADM+∠DAM= 90°,
∴ ∠DAM= ∠BDN,
∵ CD 平分∠ACB,
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∴ ∠ACD= ∠BCD= 45°,
∴ AD=BD,
又∵ ∠AMD= ∠DNB= 90°,
∴ △AMD≌△DNB(AAS),
∴ AM=DN,
∵ ∠ACD= ∠BCD= 45°,

∴ AM= 2
2
AC,CN= 2

2
BC,

∴ CD=CN+DN= 2
2
BC+ 2

2
AC= 2

2
(BC+AC),

即 BC+AC= 2CD= 2 t,
在 Rt△ABC 中,AC2 +BC2 =AB2 =d2,
∵ (AC+BC) 2 =AC2 +BC2 +2AC·BC,
∴ ( 2 t) 2 =d2 +2AC·BC,

∴ AC·BC= t2 -d
2

2
,



∴ S△ABC = 1
2
AC·BC= 1

2
t2 -d

2

4
,

∴ △ABC 的面积 S 与 t 的函数解析式为 S = 1
2
t2

-d
2

4
.

5.
 

(1)①证明:如解图①,连接 BO,
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∵ 四边形 ABCD 是矩形,
∴ ∠OAB= 90°,
∵ AB=A′B,OA=OA′,OB=OB,
∴ △A′BO≌△ABO,
∴ ∠OA′B= ∠OAB= 90°,
∵ OA′是☉O 的半径,
∴ A′B 是☉O 的切线;
②解:如解图①,由①可知
△A′BO≌△ABO,
∴ ∠A′OB= ∠AOB,
∵ 四边形 ABCD 是矩形,
∴ BC∥AD,
∴ ∠AOB= ∠CBO,



∴ ∠CBO= ∠A′OB,
∴ FB=FO.
在 Rt△A′BF 中,A′F2 +A′B2 =BF2,
∵ AD= 10,AB= 3,
∴ A′B= 3,A′O= 5,
∴ (5-OF) 2 +32 =OF2,

解得 OF= 17
5

;

(2)解:如解图②,连接 A′H,OH,由题意可知
∠HB′A′= ∠OA′B′= 90°,A′B′=AB= 3,
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∴ tan∠HA′B′= B′H
A′B′

= 3
3

,

∴ ∠HA′B′= 30°,
∴ ∠HA′O=60°,A′H=2 3.
∵ OA′=OH,
∴ △OA′H 是等边三角形,
∴ ∠HOA′= 60°,OA′=OH=A′H= 2 3 ,



∴ A′H

(

的长为
nπr
180

= 60π×2 3
180

= 2 3
3

π.

6.
 

解:(1)将 x= 0 代入 y= 1
2
x+1 得,y= 1,则 C(0,

1),∴ OC= 1,
设点 A 的坐标为(xA,yA),
∵ △AOC 的面积为 1,

∴
1
2
OC·xA = 1,解得 xA = 2,

∴ yA = 1
2

×2+1 = 2,∴ A(2,2) .

又∵ 点 A 在反比例函数 y= k
x
的图象上,

∴ k= 2×2 = 4,

∴ 反比例函数的解析式为 y= 4
x

;

(2)如解图,当 a>0 时,若 PM>PN,则 a>2,
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联立
y= 1

2
x+1,

y= 4
x

,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得
x= 2,
y= 2,{ 或

x= -4,
y= -1,{

∴ B( -4,-1),
当 a<0 时,若 PM>PN,则 a<-4.
综上所述,a 的取值范围为 a<-4 或 a>2.

7.
 

解:(1)∵ A(4,-5)在抛物线 y= x2 -bx-5 上,
∴ -5 = 42 -4b-5,解得 b= 4,
∵ A(4,-5)在直线 y= kx+3 上,
∴ -5 = 4k+3,解得 k= -2,
∴ k= -2,b= 4;
(2)由(1)知,抛物线的解析式为 y = x2 -4x-5,
直线的解析式为 y= -2x+3,

∴ 抛物线的对称轴为直线 x= -
-4

2×1
= 2,

∴ 点(6,7)关于抛物线对称轴对称的点为( -2,
7),
∴ 点 M 的坐标为( -2,7),
将 x= -2 代入直线 y= -2x+3 中,得 y= 7,
∴ 点 M 在直线 y= -2x+3 上;
(3)由(1)知,抛物线的解析式为 y = x2 -4x-5,
直线的解析式为 y= -2x+3,

联立
y= x2 -4x-5
y= -2x+3{ ,解得

x1 = 4
y1 = -5{ ,

x2 = -2
y2 = 7{ ,

∴ 点 B 的坐标为( -2,7),



∴ AB= (4+2) 2 +( -5-7) 2 = 6 5 ,
将抛物线向上平移 5 个单位长度,得到的新抛
物线的解析式为 y= x2 -4x,

联立
y= x2 -4x
y= -2x+3{ ,解得

x1 = -1
y1 = 5{ ,

x2 = 3
y2 = -3{ ,

∵ 点 C 在点 D 的左侧,
∴ 点 C 的坐标为 ( - 1, 5 ), 点 D 的坐标为
(3,-3),
∴ CD= (3+1) 2 +( -3-5) 2 = 4 5 ,

∴
AB
CD

= 6 5
4 5

= 3
2
.

8.
 

解:(1)根据题意可设抛物线的函数表达式为 y
=a(x+4)(x-1)(a≠0),
∵ 抛物线 y=ax2 +bx+3 与 y 轴交于点 C,
∴ C(0,3),
将 C(0,3)代入 y=a(x+4)(x-1)中,

得 a(0+4)(0-1)= 3,解得 a= - 3
4

,

∴ y= - 3
4

(x+4)(x-1)= - 3
4
x2 - 9

4
x+3;

(2)设 AC 所在直线的函数表达式为 y= kx+d(k
≠0),
将 A( -4,0),C(0,3)两点代入 y= kx+d 中,



得
0 = -4k+d
3 =d{ ,解得

k= 3
4

d= 3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,

∴ AC 所在直线的函数表达式为 y= 3
4
x+3.

∵ 抛物线对称轴为直线 x= - 3
2

,

∴ 点 D 的坐标为( - 3
2

,
15
8

) .

如解图①,过点 P 作 PF∥y 轴交 AC 于点 F.
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设 P(m,- 3
4
m2 - 9

4
m+3),则点 F(m,

3
4
m+3),

∴ S△PAD = 1
2

×[ - 3
2

-( - 4)] ×[ - 3
4
m2 - 9

4
m+ 3 -

(
3
4
m+3)] = -15

16
(m+2) 2 +15

4
,



∵ -15
16

<0,

∴ 当 m= -2 时,S△PAD最大 = 15
4

,此时点 P 的坐标

为( -2,
9
2

);

(3)点 G 的坐标为(6,
5 3

2
)或( -4,

5 3
2

) .

根据题意得,点 E 的坐标为( - 3
2

,0),

∴ 原抛物线向右平移
5
2
个单位长度得到抛物

线 y1.

∵ 原抛物线的函数表达式为 y = - 3
4
x2 - 9

4
x+3 =

- 3
4

(x+ 3
2

) 2 +75
16

,

∴ 抛物线 y1 的函数表达式为 y1 = - 3
4

( x+ 3
2

-

5
2

) 2 +75
16

= - 3
4

(x-1) 2 +75
16

,

∴ 抛物线 y1 的对称轴为直线 x= 1.
设点 Q 的坐标为(1,h) (h>0),由抛物线的对

称性可得 F(
7
2

,0),



∴ EF= 7
2

-( - 3
2

)= 5.

∵ EF 与 GQ 不垂直,
∴ EF 为菱形的边,
∴ 分以下两种情况进行讨论:①如解图②,当
EG 为菱形对角线时,EF=EQ,即 EF2 =EQ2.

∵ EQ2 = [1-( - 3
2

)] 2 +h2 = 25
4

+h2,

∴ 25 = 25
4

+h2,解得 h= 5 3
2

(负值已舍去),

∴ Q(1,
5 3

2
) .

∵ FG=EQ,∴ yG-yF = yQ-yE,xG-xF = xQ-xE,

∴ yG = 5 3
2

,xG = 6,

∴ 点 G 的坐标为(6,
5 3

2
) .

②如解图③,当 EQ 为菱形对角线时,EF =FQ,
即 EF2 =FQ2,

∵ FQ2 = (
7
2

-1) 2 +h2 = 25
4

+h2,

∴ 25 = 25
4

+h2,解得 h= 5 3
2

(负值已舍去),



∴ Q(1,
5 3

2
) .

∵ EG=FQ,
∴ yG-yE = yQ-yF,xG-xE = xQ-xF,

∴ yG = 5 3
2

,xG = -4,

∴ 点 G 的坐标为( -4,
5 3

2
) . (写出其中一个点

G 坐标的求解过程即可)
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